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Resume. Nous etablissons des conditions suffisantes pour I 'analyticite d'une application C1Z lisse entre 
deux varietes analytiques reelles. 



Analyticity of C7Z maps 

Abstract. We establish sufficient conditions for the analyticity of a smooth C1Z mapping between two 
real analytic manifolds. 



Abriged English Version 

In this note we establish two results giving sufficient conditions for the analyticity of a smooth 
C1Z map between two real analytic manifolds in complex affine spaces of different dimensions. 

Let X C (D" be a real analytic hypersurface in a neighborhood of a point p € X, defined by a 
real analytic function p such that -§^-{p) ^ 0. The Cauchy - Riemann operators on X are defined 
by Cj = g^gf: - a§^> 3 = 1,-n- 1. For every a G IN" -1 , C a denotes the composition 
C a — C" 1 ..X""^ 1 . Let X' C <D™ be a real analytic set in a neighborhood of a point p' G X 1 

defined by X' — {z' 6 (D" : p k (z',z') = 0, k = 1, d} where every p' k is a real analytic function. 
Suppose that X is minimal at p. Consider a C°° smooth C1Z map / : X — ► X' with f(p) — p' . For 
any z' in a neighborhood of p 1 in (D™ and fc = 1, d the function 2 p' k (z', f[z)) is C°° smooth 
in a neighborhood of p in X. Consider the function H k : z' 1— * (C a p' k (z', f(z)))\ z=p , holomorphic 
in a neighborhood of p' . We introduce the notion of the characteristic variety of / at p which 
is by definition the germ of complex analytic variety in a neighborhood of p' in <D n defined by 
yp(f) = [ z > : H^(z') = 0, a G IN" -1 , fc = 1, d}. Our first result is the following 

THEOREM A. //dim V p (f) — 0, f is real analytic in a neighborhood of p on X. 

This statement generalizes several known results on the analyticity of C1Z mappings. 

Our second result concerns the analyticity of a smooth C1Z map at generic points. We use here 
the notion of the transcendence degree tr.deg p ( f) of a smooth C1Z map / which measures the degree 
of "non-analyticity" of the map. Let V p (f) denotes the intersection of (germs of) complex analytic 
varieties through (p, f(p)) in <D xC™ contained the graph of /. Then tr.deg p (f) := dim V p (f) — n. 
We also make use of the notion of (r, m)-flateness of a real analytic set X' which means that X 1 
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contains a real analytic submanifold of dimension r biholomorphic to the cartesian product of the 
unit ball in(C m and a real analytic submanifold in(C" ~ m . 

THEOREM B.- Suppose that tr.deg z (f) is constant and equal to m in a neighborhood of p in 
X and that r denotes the maximal rang of f on this neighborhood. Then every neighborhood of 
p' = f(p) contains points where X' is (r,m)-flat. In particular, if X' does not contain complex 
subvarieties of positive dimension, f is real analytic on an open dense subset in X. 



1. Introduction et resultats. 

Dans cette note, nous etablissons deux resultats qui donnent les conditions suffisantes pour 
l'analyticite d'une application C1Z lisse entre deux varietes analytiques reelles dans les espaces 
complexes lineaires de dimensions differentes. 

Soit X C (E™ une hypersurface analytique reelle au voisinage d'un point p G X definie par une 
fonction analytique reelle p telle que -§!r{p) ^ 0. Supposons que X est minimal en p, e'est - a 
-dire ne contient pas de germe d'une hypersurface complexe. Les operateurs de Cauchy - Riemann 
sur X sont dermis par Cj = -§§^^r - J^rgf^, 3 = 1, -n - 1. Pour tout a £ IN" -1 , C a designe 

l'operateur L a = C" 1 ..X""^ 1 . Soit X' C (C™ un ensemble analytique reel au voisinage d'un point 
p' G X 1 defini par X 1 = {z' G (D™ : p' k (z' ,~z') = 0, k = l,...,d} ou chaque p' k est une fonction 
analytique reelle. Une application / : X — > (C™ est dite de Cauchy-Riemann (C1Z) si elle est C°° 
et si ses composantes sont annulees par les operateurs de Cauchy-Riemann. Nous considerons une 
application C1Z f : X — ► X' telle que f(p) = p' . Pour z' au voisinage de p' dans <C™ et k = 1, d 
la fonction z i— > p' k (z' , f(z j) etant de classe C°° au voisinage de p sur X, nous considerons la fonction 
H k : z' t — > C a p' k (z' , f(z))\ z=p , holomorphe au voisinage de p' . Nous introduisons une notion de 
variete caracteristique de / en p qui , par definition est le germe d'ensemble analytique complexe 
au voisinage de p' dans <D"' defini par V p (f) = {z 1 : H%{z') = 0, a G IN™ -1 , k = 1, d}. Faisons 
remarquer que p' appartient a V p (f) car pour tout z G X nous avons p' k (f(z),f(z)) = et / est 
CTZ avec f(p) = p'. 

Avec les notations ci-dessus, notre premier resultat est: 

THEOREME A.- Si dimV p (/) = 0, / est analytique reelle au voisinage de p sur X. 

Nous donnons quelques situations oil la dimension de la variete caracteristique est egale a zero , 
ce qui assure l'analyticite: (a) X' est une hypersurface Levi-nondegeneree dans(C™ et / : X — ► X' 
est un diffeomorphisme || ; (b) X 1 est une hypersurface de type essentiellement fini dans (D™ 
et / : X — > X' est un diffeomorphisme [||; (c) X' est une hypersurface de type essentiellement 
fini dans <D" et / : X — ► X' est de multiplicity frnie |, §. (d) D' apres le lemme de Hopf, les 
conditions de l'exemple (c) sont verifiees si X et X' sont des hypersurfaces pseudoconvexes dans 
(D™ sans courbe holomorphe et / est non-constante ^ ^ . 

L'evaluation de la dimension de la variete caracteristique dans les excmples (a)- (d) repose 
sur des calculs directs pour des series formelles (voir par exemple g], p. 495 -496); le theoreme A 
apparait comme un principe general qui reduit le probleme d'analyticite a des calculs de nature 
algebrique. Signalons que les conditions du theoreme A sont aussi verifiees dans les cas qui ne 
sont pas consideres dans des travaux mentionnes ci-dessus; Penonce semble aussi nouveau dans le 
cas equidimensionnel. Notre demarche s'apparente a une generalisation du principe de reflexion 
de 0, H . Nous utilisons egalement des idees de notre travail recent [Q . 
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Le theoreme A donne une condition suffisante pour l'analyticite de / au point fixe p. En re- 
vanche, si la dimension de la variete caracteristique est positive, nous pouvons seulement obtenir 
l'analyticite en des points generiques. Designons par V p (f) le germe d'ensemble complexe an- 
alytique au point (p,f(p)) de (C n x (C™ qui est l'intersection de tous les ensembles analytiques 
complexes contenant le graphe de / au voisinage de (p, f(p)). Le degre de transcendance tr.deg p (f) 
de / en p est par definition la difference dimV^,(/) — n. L'application / est analytique reelle 
en p si et seulement si tr.deg p {f) — [jlj ; d'autre part, tr.deg p (f) est une fonction semicontinue 
superieurement sur X . Cette semicontinuite du degre de transcendance implique l'existence d'un 
ferme d'interieur vide E C X tel que X\S soit une reunion finie d'ouverts sur lesquels tr.deg z (f) 
est constant. L'ensemble X 1 est dit (r, m)-plat en p 1 s'il existe une sous - variete analytique reelle 
M C X' , contenant p' , de dimension r et biholomorphe au produit cartesien r x D ou D est un 
domaine de (D m et T est une variete analytique reelle. 

Notre second resultat est: 

THEOREME B.- Supposons que tr.deg z (f) est constant et egal a m sur un voisinage de p dans 
X et que r designe le rang maximal de f sur ce voisinage. Alors, tout voisinage de f(p) contient 
des points en lesquels X' est (r, m)-plat. En particulier, si X' ne contient pas de variete complexe 
de dimension positive, f est analytique reelle sur un ensemble ouvert dense de X. 

Dans le cas particulier ou X et X' sont des hypersurfaces strictement pseudoconvexes, l'analyticite 
de / en points generiques a ete etabli dans ||. 

2. Extension meromorphe. 

Notons par p C°°(X) l'anneau des germes de fonctions de classe C°° au voisinage de p sur X 
et par p C^(X) le sous-anneau de C°° forme par des germes de fonctions C1Z. Notons egalemcnt 
par p O(X) (resp. p M{X)) l'anneau des germes de fonctions holomorphes (resp. meromorphes) au 
voisinage de p sur X. Pour m £ IN nous disons qu'une fonction h £ p C co (X) appartient a p A m (X) 
si il existe g £ ( P C($i(X)) m et une fonction H(z, (, w), holomorphe au voisinage du point (p,p, g{p)) 
dansC n (z) x(C n (C) x<D m (w) telle que h{z) = H(z,z,~gjzj) pour z £ X. P A{X) := U meJNp A m (X) 
est un sous - anneau de P C°°{X) avec la graduation naturelle P A(X) p A 1 (X) ... et tout 
operateur Cj : P A(X) — > P A(X) dcfinit une derivation de P A(X). 

Utilisons la notation z = ('z,z n ), ' z G (C ,l_1 . Notons par Afc(a, r) le polydisque dans C fc de 
centre a € € fc et de rayon r > 0. Pour r\,T2 > et t € (C n_1 considerons le disque lineaire 
dt = {t} x Ai(p„, r 2 ) et la famille {d t }t, t 6 A„_i('f>, ri). Soit U un voisinage de p dans(C™; notons 
par U + (resp. U~) l'ensemble {z £ U : p(z) > 0} (resp. {z £ U : p(z) < 0}). D'apres la minimalite 
de X , nous pouvons supposer qu'il existe une base {Uj\j de voisinages de p telle que pour chaque 
j, toute fonction holomorphe sur se prolonge holomorphiquement sur UJ . Par consequent, 
toute fonction de P A(X) definie sur X P\U se prolonge comme une fonction analytique reelle sur 
U~ et antiholomorphe sur tout disque d t C\U~ . Cela conduit immediatement au principe d'unicite 
suivant pour r £ p A{X). Si, pour tout voisinage V de p l'ensemble S = {z £ X n V : t(z) = 0} est 
d'interieur non-vide, r = au voisinage de p sur X. En particulier, p A{X) est un anneau integre. 

LEMME 1.- Les proprietes suivants sont verifiees: 

(i) Soient <p,ip 0,t ^ 6 P A{X) et {z £ X : ip(z) = 0} C E := {z £ X : r(z) = 0}. 
Supposons que h = (f/ip est de C1Z sur X\S. Alors, il existe h £ p A4(X) tel que h\(X\E) = 
h\(X\Z). 
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(ii) Tout element de pC^(X), algebrique sur le corps quotient A de Vanneau integre P A{X) 
appartient a p O(X). 

Demonstration.- (i) D'apres le principe de reflexion de Schwarz toute fonction continue dans 
U~ U X et antiholomorphc dans U~ se prolonge dans U + comme une fonction analytique reelle 
et holomorphe sur l'intersection de U + avec chaque disque de la famille {d t }t- Cela impliquc 
que tp et ip> se prolongent comme fonctions analytiques reelles ip + et ip + sur U + , holomorphes sur 
tout disque. Considerons l'ensemble E' C (C™ -1 dcs t tels que l'intersection d t n E soit de mesure 
lineaire strictement positive. D'apres le theoreme d'unicite (dt D X) C E pour tout t G E' et E' 
est un ferme d'interieur vide. Fixons un point ('a,a n ) G C/+\(E' x (C) et un point ('a, b) £ X\E; 
la fonction h se prolonge holomorphiquement au voisinage V de ('a, b) d'un cote de X. Fixons 
un point ('a, c) G V tel que /i est holomorphe sur un polydisque A„(('a, c), <5) pour un S > 
sufhsamment petit. II existe un domaine simplement connexe D C (C contenant les points c et a n 
et tel que la fonction h + ip + /ip + est meromorphe par rapport a z n sur A„_i('a, o") x D. On 
peut supposer qu'elle est holomorphe sur A n (('a, c), S). Le theoreme d'uniformisation de Riemann 
et le theoreme de Rothstein Q impliquent que h + est une fonction meromorphe au voisinage de a, 
done sur l'ensemble ?7 + \(E' x(C) qui est un ouvert dense dans U + . Fixons maintenant un point de 
U + n (E' x(D); on peut supposer apres un changement lineaire de coordonnees qu'il coincide avec 
et qu'il existe < r < R, un polydisque A n (q, r) C t/ + \(E' x (D) avec q = ('q, q n ), 'q = tels que 
/i + est holomorphe sur A n (q,r) et A„_i('g,r) x Ai(q n ,R) contient 0. Pour tout w 6 A n _i('g,r) 
la fonction /i + se prolonge meromorphiquement sur {w} x Ai(q„,i?) (car elle est holomorphe au 
voisinage de q n et coincide avec un quotient de deux fonctions analytiques reelles dans le disque). h + 
est done meromorphe sur U + d'apres le theoreme de Rothstein. Comme toute fonction holomorphe 
sur U + se prolonge holomorphiquement sur U, h + se prolonge meromorphiquement au voisinage 
de p (voir, par exemple, 0). 

(ii) Soit h e pCg^iX) et P = J2jZo a i x ^ + x ' l i a i e A un polynome unitaire de degre d > 1 
minimal tel que P(h) = sur X en dehors de l'ensemble E des zeros des denominateurs de ses 
coefficients. Appliquons les operateurs de Cauchy-Riemann Cj a l'egalite P(h) = 0. Comme P 
est minimal, Cj(a s ) — sur X\E pout tout s et chaque a s est meromorphe au voisinage de p 
d'apres la partie (a). II s'ensuit que h est algebrique sur p A4(X) et le graphe de h est inclus dans 
un ensemble analytique complexe de dimension pure n au voisinage de (p,h(p)) dans(C™ +1 . Alors 
h G P 0(X) d'apres @ . ■ 

Pour la demonstration du theoreme B nous avons besoin de 1'enonce suivant: 

LEMME 2.- Soit h G (pC^(X)) fc verifiant au moins une des conditions suivantes : 

(i) /I existe m G IN, 5 G ( a C^(X)) m et une fonction H{z,Q,u>, w) , holomorphe au voisinage du 
point (a,a,g(a),h(a)) dans<E n (z) x(C"(Q x(C m (w) x(C fe (w) ef teZ/e gwe H(z,z,gJI),h(z)) = 
au voisinage de a sur X et H(z,~z, g(z),w) ne s'annule pas identiqument sur X x(C k ; 

(ii) II existe une fonction H{z,C i ^lo^w), holomorphe au voisinage du point (a, a, h(a), h(a)) telle 
que H(z,z,h(z),h(z)) = au voisinage de a sur X et H (z ,~z ', u , w) ne s'annule pas iden- 
tiquement sur X x(C fe (w) x(C fc (w). 

Alors, dans tout voisinage de p, il existe un point q G X et une fonction G q non identiquement 
nulle, holomorphe au voisinage de (q,h(g)) telle que G q (z,h(z)) = au voisinage de q sur X . 

Demonstration.- (i) Nous procedons par recurrence sur l'entier k. Pour k = 1, considerons la 
fonction H(z,z, g(z), w) comme une serie par rapport aw£(Ca coefficients dans P A{X)\ il existe 
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un ouvert dense S au voisinage de p sur X tel qu'en chaque point q G S Pun dcs coefficients ne 
s'annule pas. On peut supposer que q = 0, g(q) = 0, h(q) = 0. D'apres le theoreme de preparation 
de Weierstrass, il existe un polynomc unitaire P{z, £,u;)(u;) en w avec des coefficients holomorphes 
au voisinage de tel que P(z, z, g(z))(h(z)) — 0. Le lcmmc 1 (ii) implique que h est holomorphe 
au voisinage de 0. 

Dans le cas general, nous appliquons l'hypothese de recurrence et le theoreme de preparation de 
Weierstrass et obtenons l'equation h d {z)+Y^j=Q a j( z > z, g(z), hi, hk-i)h-l(z) = oil les fonctions 
aj(z, (, u>, wi, ..,Wk-i) sont holomorphes au voisinage de et d > 1. Appliquons les operateurs C s 
a cette equation. Nous avons deux cas: (a) pour tout j et s on a £ s (aj) = au voisinage de 
et (b) il existe un point t (arbitrairement proche vers 0) tel qu'au voisinage de t h verffie une 
equation du degre d! : 1 < d! < d. Repetant cet argument si necessaire, nous pouvons toujours 
se ramener au cas (a); nous considerons done seulement ce cas. Nous pouvons supposer qu'il 
existe j tel que a,j (z, z,g(z), wi, Wk-i) ne s'annule pas identiqucment sur X x(C fc_1 . Soit 
a,j = J2i (xi{z,z, g(z))h I ou / = (ii, ifc_i, 0). Si C s (aj) = au voisinage de pour tout s et 
/, d'apres le lemme 1 (i) chaque ai est holomorphe et h est holomorphiquement dependante. Si 
C So (ai ) ne s'annule pas identiqucment pour certain so et Iq , nous pouvons appliquer l'hypothese 
de recurrence a J2i £so pour conclurc. 

(ii) Considerons H(z,~z, h(z), h(z)) comme une serie entiere ^ 7 /i(z))/i 7 (z) par rapport 

a h(z). Si un dcs coefficients ne s'annule pas identiqucment sur X, nous pouvons appliquer la partie 
(i). Si chaque coefficient s'annule identiquement, nous fixons I tel que ai(z, ne s'annule pas 
identiquement et nous appliquons la partie (i) a l'equation ai(z, z, h(z)) = 0. ■ 

3. Resolution des equations analytiques. 

Pour tout m e IN et toute application g e ( p C^(X)) m , definissons p A™ L (X) : une fonction h, 
definie au voisinage de {p,p') surlxC" , appartient a P A™{X) si il existe une fonction H(z, oj, z') 

holomo rphe au voisinage de (p,p, g{p),p') dans(D"(z) x(D"(C) x(C m (w) x(C"'(z') telle que h(z, z 1 ) = 
H(z,z,g(z),z r ). Soit H = {hj}^ =1 C P A™{X) une famille finie telle que hj(p,p') = 0, j = 1,..., J. 
Considerons le systeme d'equations analytiques (*) : hj(z 7 f(zj) — 0,j = 1,..., J ou les fonctions 
inconnues / = (fi,---,f n ') vcrfficnt les conditions: / G ( p C^ z (X)) n , f(p) = p' . Considerons 
egalement les germes d'ensembles analytiques complexes au voisinage de p' dans (D™ definis par 
U{H) = {zf effi" : hj(p,z') = 0,j = 1, J} et par V(H) - {z' e C"' : C a h 3 {z, z')\ z=p = 0, a e 
W n -\j = l,...,J}. 

PROPOSITION 3.- Si dimV(H) = 0, toute solution f e p C^ n {X), f(p) = p' de (*) est 
analytique reelle au voisinage de p sur X . 



Demonstration.- (a) Supposons d'abord que Am\U{TL) = 0. Soit hj{z,z') — Hj{z,~z, g(z), z'); 
on peut supposer que p — 0, g(p) = 0, p' = 0. Considcrons lc systeme d'equations holomorphes 
Hj(z,(,w,z') = 0,j = 1,..., J. D'apres lc theoreme fondamental sur la description locale des 
varietes complexes analytiques, il existe les polynomes Qj(z, w)(x) — X)^=o Qjs( z , C, w)x s , q^ j = 
1 , kj > 1 a coefficients holomorphes au voisinage de dans(C™(z) x(C"(C) x(D m (w) et tels que les 
solutions de ce systeme verifient au voisinage de les equations Qj(z 1 Q,w)(z'j) = 0, j = 1, ...,n'. 
Par consequent, les solutions de (*) vcrfficnt les equations Qj(z,z,g(z))(fj(z)) = pour z E X, 
j = 1, ...,n' et le lemme 1 (ii) s'applique. 

(b) Soit dim V(H) = 0. II existe A: e IN tel que V(H) est defini par les equations £ a hj(z, z')\ z=p = 
0, |a| < k, j = 1,...,J. Pour m' e IN suffisamment grand, considcrons l'application g' G 
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{ P C^ n {X)) m ' dont les composantes sont g J r 9 ^ 0n , \(3\ < k. Soicnt hf := C a h E P A^' (X) 

et H' — {/i"}| a |<fc,j=i,. ..,,/• Comme h"(z,f(z)) — et V(H) = U(H'), la partie (a) permet de 
conclure. ■ 



4. Demonstrations des theoremes. 



Demonstration du theoreme A.- Soient hj(z,z') — p'j(z' , f(z)), g :— f, Tt — {hj}j=i ! ...d- La 
variete caracteristique V p (f) coincide avec V(H) et la proposition 3 permet de conclure. 

Demonstration du theoreme B.- II cxistc un ensemble ouvert dense dans un voisinage de p sur X 
tel que pour tout points a de cet ensemble (a, /(a)) est un point regulicr de V p (f). Soit z' = ('z," z) 
avec 'z G <E m . D'apres le theoreme des fonctions implicites, au voisinage de (a, /(a)) on peut 
representor V p (f) dans la forme "z — G(z' z) ou G est une fonction holomorphe. Par consequent, 
l'intersection V p (f) (~l (X x X') est donnee par les equations analytiques reelles Rj(z,z,' z,'z) := 
p'j(G(z/ z), G(z,' z)) = 0, z e X, j = 1, d et contient le graphe de /. Comme tr.deg z (f) est egal 
a m au voisinage de p, le lemme 2 (ii) implique que Rj = par rapport helau voisinage de a 
pour tout ' z fixe. 

Considerons les projections canoniques -k : (C™ x <D™ — > (C™ et 7r' : (D" x (C™ — > (D" et posons 
V p (f\X) := tt^ 1 (X) fl V p (f). D'apres ce qui precede w' (V p (f\X)) c X'. Le rang de la restriction 
Tr'\V p (f\X) est superieur a r car V^,(/|X) contient le graphe de /; de plus w' est biholomorphc 
sur chaque fibre de n. D'apres le theoreme du rang il existe une sous-variete TV C X analytique 
reelle telle que la restriction tt' : 7r _1 (M) n V p (f) — > M := ir' (V p (f\X) est un diffeomorphisme. 
L'holomorphie de tt' implique l'enonce. 
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